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Resumé

On �eevalue diff�eerentes formulations eul�eeriennes aptes au traitement de probl�eemes �aa interfaces entre fluides com-

pressibles. La difficult�ee dans ce type de probl�eeme r�eeside dans le calcul des variables thermodynamiques dans les zones

de diffusion num�eerique produites aux interfaces. En effet, tout sch�eema eul�eerien diffuse artificiellement les disconti-

nuit�ees de contact (ou interfaces) et produit donc un m�eelange artificiel pour lequel la d�eetermination de l’�eetat ther-

modynamique est difficile. De plus, lorsque l’�eetat thermodynamique est mal d�eetermin�ee, les m�eethodes �eechouent tr�ees
rapidement en raison de pressions n�eegatives ou d’arguments n�eegatifs dans le calcul de la vitesse du son. Les mod�eeles
et les m�eethodes de r�eesolution qui sont �eevalu�eees n’ont jamais �eet�ee examin�eees pour le calcul de la temp�eerature aux

interfaces. L’examen des d�eefauts et avantages de ces formulations nous conduit �aa en rejeter certaines et �aa en proposer

une nouvelle, tr�ees efficace. Ce nouveau mod�eele est accompagn�ee de son sch�eema num�eerique. On pr�eesente ensuite le

traitement des transferts diffusifs aux interfaces, puis un exemple de r�eesolution en deux dimensions d’espace.

L’�eevaluation est effectu�eee sur une s�eerie de probl�eemes poss�eedant des solutions exactes. � 2002 Elsevier Science Ltd.

All rights reserved.

Abstract

We examine various formulations for the numerical resolution of interface problems with compressible fluids. The

difficulty with this type of problem resides in the computation of the thermodynamic variables inside the numerical

diffusion zone at the interfaces. Indeed, any Eulerian numerical scheme produces artificial diffusion zones at the in-

terfaces and produces consequently an artificial mixture for which the determination of thermodynamic variables is

difficult. An inaccuracy in their determination induces failure of the computation (negative pressure or negative ar-

gument in the sound speed computation). Moreover, these models and methods have never been examined for the

temperature computation. The examination of their drawbacks results in the rejection of some of them and to the

proposition of a very efficient new model. This model is presented with its own numerical method. We then explain the
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way to solve for heat diffusion at the interface and give a computational example in two dimensions. The evaluation of

these models is achieved over a series of problems with exact solutions. � 2002 Elsevier Science Ltd. All rights

reserved.

1. Introduction

Le probl�eeme type qui est vis�ee pour la mod�eelisation et

la simulation num�eerique est sch�eematis�ee sur la Fig. 1. Il

consiste �aa �eetudier le comportement d’une couche de

mat�eeriau dense contenant un mat�eeriau l�eeger soumis �aa un

fort rayonnement. L’ensemble est plac�ee dans un autre

mat�eeriau l�eeger, un fluide ambiant.

Dans ces conditions, suite �aa l’absorption d’�eenergie,
une couche du mat�eeriau dense se dilate fortement et si-

multan�eement une forte onde de choc se propage dans le

mat�eeriau. Il s’ensuit des propagations d’ondes multidi-

mensionnelles qui interagissent avec les diff�eerentes in-

terfaces. Ces interfaces pr�eesentant une certaine courbure
locale et les ph�eenom�eenes �eetant hautement non-lin�eeaires,
des instabilit�ees hydrodynamiques du type Richtmyer–

Meshkov apparaissent sur les interfaces internes et ex-

ternes.

Dans la suite de ce document, nous consid�eererons
uniquement le probl�eeme d’hydrodynamique associ�ee �aa
cette configuration. En effet, les transferts radiatifs

et les diff�eerents ph�eenom�eenes r�eeactifs ne seront pas

consid�eer�ees.
Ainsi, en se focalisant sur le probl�eeme d’hydrodyna-

mique et en oubliant momentan�eement les probl�eemes de

discr�eetisation qui apparaissent aux interfaces et qui

n�eecessiteront l’introduction de formulations adapt�eees, la
formulation math�eematique de base de ce probl�eeme se

r�eesume aux �eequations d’Euler avec diffusion de la cha-

leur. Ce type de mod�eele se rencontre aussi bien dans

l’�eetude de la dynamique des fronts de flamme [7], que

pour la dynamique de l’ablation de fronts par laser

[10,17]. Les �eequations s’�eecrivent:

oU
ot

þ div ðF ðW Þ � FthðW ÞÞ ¼ SðxÞ; ð1Þ

o�uu U ¼ ðq; q~uu; qEÞT est le vecteur des variables con-

serv�eees, F est le flux eul�eerien, Fth est le flux thermique

obtenu �aa partir de la loi de Fourier Fth ¼ ð0;~00; krT Þ et S
le terme source dûu au rayonnement. Dans le reste de

cette �eetude, ce terme source sera pris �eegal �aa z�eero
puisqu’aucun couplage radiatif n’est consid�eer�ee. L’�eener-
gie totale est d�eefinie par E ¼ eþ 1=2~uu �~uu. La loi d’�eetat de
chaque mat�eeriau fournit la pression P ¼ Pðq; eÞ en

fonction d’un certain nombre de constantes diff�eerentes
d’un mat�eeriau �aa l’autre.

Comme d’habitude dans ce type de probl�eeme, la

premi�eere difficult�ee r�eeside dans la non-lin�eearit�ee des ondes,
coupl�eee au fait que les lois d’�eetat des mat�eeriaux sont tr�ees
diff�eerentes de part et d’autre des interfaces. Ce type de

difficult�ee a d�eej�aa �eet�ee consid�eer�ee au travers de trois for-

mulations diff�eerentes dans Abgrall [1], Saurel et Abgrall

[18,19], Saurel et LeMetayer [20], Abgrall et al. [3], et

Abgrall et Karni [2].

Une nouvelle difficult�ee apparâııt ici en raison du front

d’ablation. Sur ce front, l’hydrodynamique est fortement

coupl�eee �aa la diffusion de la chaleur et au d�eepôot d’�eenergie
rayonn�eee. Ces ph�eenom�eenes sont fortement li�ees �aa une

variable thermodynamique qui ne jouait pas un grand

rôole dans les travaux pr�eecit�ees: la temp�eerature. Nous al-

lons donc nous focaliser dans un premier temps sur une
�eevaluation des diff�eerentes m�eethodes pr�eesent�eees dans les

r�eef�eerences pr�eec�eedentes pour la d�eetermination de la

temp�eerature, en particulier aux interfaces, en vue de

mod�eeliser les transferts diffusifs. En effet, mêeme si le

d�eepôot d’�eenergie ne se fait pas exactement sur une inter-

face mais l�eeg�eerement �aa l’int�eerieur de l’un des fluides, les
�eeventuelles erreurs num�eeriques dans le calcul de la

temp�eerature aux interfaces ne doivent pas venir polluer

le reste de l’�eecoulement et de la solution.

Le pr�eesent document est organis�ee ainsi. Dans un

premier temps nous effectuons quelques rappels de

thermodynamique concernant les lois d’�eetat des

mat�eeriaux qui seront utilis�eees ici. Ensuite nous pr�eesen-
tons les diff�eerents mod�eeles math�eematiques assortis de

leur sch�eema de discr�eetisation pour le calcul de toutes les

variables de l’�eecoulement (y compris la temp�eerature).
Ceci nous permettra de statuer sur certains mod�eeles et

d’en proposer de nouveaux.

Ceci �eetant r�eealis�ee, on retient le mod�eele le mieux

adapt�ee au probl�eeme pour lequel on va traiter les aspects

diffusifs.

Signalons que nous nous restreindrons �aa une mise en

œuvre 1D de ces mod�eeles. De mêeme, nous consid�eererons
uniquement des strat�eegies de r�eesolution strictement

eul�eeriennes, conform�eement �aa ce qui a �eet�ee d�eevelopp�ee dans

A

B

Fig. 1. Sch�eema du probl�eeme.
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les r�eef�eerences pr�eecit�eees. Les autres type de m�eethodes
envisageables sont partiellement discut�eees dans Saurel et
Abgrall [18], Saurel et LeMetayer [20] et Benson [6].

Les m�eethodes seront toujours expos�eees en une di-

mension et �aa l’ordre 1, sachant que les ingr�eedients
n�eecessaires aux extensions en multidimension et �aa des

ordres sup�eerieurs sont donn�eees dans les r�eef�eerences
pr�eecit�eees.

Apr�ees le rappel de thermodynamique qui suit, nous

allons pr�eesenter une suite de mod�eeles en commenc�ant
par un mod�eele que nous avons qualifi�ee de minimum,

puis nous examinerons un mod�eele multiphasique tr�ees
complet. Les enseignements tir�ees de ces deux mod�eeles
nous permettront de proposer un mod�eele multiphasique

r�eeduit d’une r�eesolution plus ais�eee et d’une pr�eecision
int�eeressante. Nous examinerons ensuite une strat�eegie de

r�eesolution diff�eerente, bas�eee sur une m�eethode �aa deux flux,

que nous appliquerons �aa des mod�eeles assez sembla-

bles.

2. Thermodynamique et lois d’état

Chaque mat�eeriau est suppos�ee ob�eeir �aa la loi d’�eetat du
‘‘gaz raide’’. Cette loi d’�eetat est efficace pour reproduire

le comportement hydrodynamique de gaz, liquides et

solides compressibles.

Pour sp�eecifier compl�eetement un �eetat thermodynami-

que il faut disposer de deux lois d’�eetat (thermique et

calorique) ou de l’expression de l’�eenergie libre. On uti-

lisera ici la loi d’�eetat calorique (qui permet la calcul de la

pression) et la loi d’�eetat thermique (qui permet le calcul

de la temp�eerature). La premi�eere s’�eecrit:

e ¼ ðP þ cP1Þ=ðqðc � 1ÞÞ þ e0 � ðP0 þ cP1Þ=ðq0ðc � 1ÞÞ:
ð2Þ

Les constantes c et P1 sont tr�ees diff�eerentes d’un mat�eeriau
�aa l’autre. Les autres constantes: P0, q0 et e0 repr�eesentent
respectivement la pression, la densit�ee et l’�eenergie du

mat�eeriau dans les conditions standard. La seconde loi

d’�eetat s’�eecrit:

T ¼ P þ P1 � ðq=q0Þ
cðP0 þ P1Þ

qðc � 1ÞCv
þ T0ðq=q0Þ

c�1
: ð3Þ

La capacit�ee calorifique �aa volume constant de chaque

mat�eeriau est suppos�eee constante (mais diff�eerente d’un

mat�eeriau �aa l’autre) et est not�eee Cv.

Lorsque les constantes P0 et P1 sont prises �eegales �aa
z�eero, on retrouve ais�eement la formulation gaz par-

fait.

Ces �eequations d’�eetat peuvent êetre �eecrites sous la for-

mulation Mie–Gruneisen qui est �aa la fois plus g�een�eerale et
plus pratique:

eðq; T Þ ¼ ejðqÞ þ CvT ð4Þ

et

Pðq; T Þ ¼ PjðqÞ þ qCCvT : ð5Þ

Par combinaison des deux lois d’�eetat on obtient aussi:

Pðq; eÞ ¼ PjðqÞ þ qCðe� ejðqÞÞ:

Pour la formulation stiffened gas, les diff�eerentes fonc-

tions s’�eecrivent:

ejðqÞ ¼ c0 þ P1=q;

PjðqÞ ¼ �P1;

avec

c0 ¼ e0 � ðP0 þ cP1Þ=ðq0ðc � 1ÞÞ

et

C ¼ c � 1:

La thermodynamique de chaque mat�eeriau pur est ainsi

compl�eetement d�eetermin�eee. La difficult�ee r�eeside maintenant
dans le calcul des mêemes variables thermodynamiques
dans les zones de diffusion num�eerique produites aux in-
terfaces. En effet, tout sch�eema eul�eerien diffuse artificiel-
lement les discontinuit�ees de contact (ou interfaces) et

produit donc un m�eelange artificiel pour lequel la d�eeter-
mination de l’�eetat thermodynamique est difficile.

Pour ce faire, nous allons examiner plusieurs mod�eeles
d’�eecoulements.

3. Modèle minimum

Ce premier mod�eele, comme les mod�eeles suivants, est
d’abord �eevalu�ee en l’absence de diffusion de la chaleur: on

se focalise sur le calcul des variables cin�eematiques et

thermodynamiques de l’�eecoulement.

La description compl�eete du ‘‘mod�eele minimum’’ et de

la m�eethode de r�eesolution peut êetre consult�eee dans une

s�eerie d’articles par Abgrall [1], Saurel et Abgrall [18] et

Abgrall et al. [3]. Nous ne reprenons ici que les

ingr�eedients essentiels et examinons le probl�eeme du calcul

de la temp�eerature.
Afin d’all�eeger la pr�eesentation, on consid�eere que cha-

que fluide est r�eegi par la loi d’�eetat des gaz parfaits:

P ¼ ðc � 1Þqe et e ¼ CvT . Tous les calculs peuvent êetre

repris sans difficult�ee en utilisant la formulation ‘‘stiffened

gas’’.

Les param�eetres des �eequations d’�eetat �eetant discontinus
d’un mat�eeriau �aa l’autre et ces derniers �eetant mobiles, les

param�eetres thermodynamiques doivent êetre consid�eer�ees
comme des fonctions de l’espace et du temps: c ¼ cðx; tÞ
et Cv ¼ Cvðx; tÞ. Le mod�eele �aa r�eesoudre est donc constitu�ee
des �eequations d’Euler et de deux �eequations traduisant

l’�eevolution des phases. En une dimension il s’�eecrit:
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oq
ot

þ oqu
ox

¼ 0;

oqu
ot

þ oðqu2 þ PÞ
ox

¼ 0;

oqE
ot

þ ouðqE þ P Þ
ox

¼ 0;

oc
ot

þ u
oc
ox

¼ 0;

oCv

ot
þ u

oCv

ox
¼ 0:

ð6Þ

Les deux derni�eeres �eequations sont exactes lorsque les

op�eerateurs de d�eerivation sont continus, comme c’est le

cas dans l’�eecriture du syst�eeme (6). Nous allons voir par

contre que la traduction de ces �eequations en terme

d’op�eerateurs discrets n’a rien d’�eevident.
La partie conservative de ce mod�eele, constitu�eee des

trois premi�eeres �eequations, va êetre discr�eetis�eee par le

sch�eema de Godunov et al. [13] alors que le sch�eema pour

la partie non-conservative est �aa d�eeterminer. Notons

W ¼ ðq; qu; qEÞT le vecteur des variables conservatives.

Le sch�eema de Godunov s’�eecrit:

Unþ1
i ¼ Un

i � kðF 	
þ � F 	

�Þ; ð7Þ

o�uu Ui est la valeur moyenne des inconnues dans la

maille, F 	 le flux solution du probl�eeme de Riemann

exact et le rapport du pas de temps et du pas d’espace

est not�ee k ¼ Dt=Dx. Les exposants n et nþ 1 d�eesignent
deux instants successifs, les indices þ et ) sont relatifs

aux bords de maille droit et gauche d’une cellule de

calcul.

La m�eethode est expos�eee dans le cadre du sch�eema de

Godunov bas�ee sur un solveur de Riemann exact pour les
�eequations d’Euler ferm�eees par l’�eequation d’�eetat stiffened
gas, mais beaucoup d’autres solveurs peuvent êetre em-

ploy�ees. L’id�eee de base de cette m�eethode est de d�eeterminer

le sch�eema de discr�eetisation des �eequations non-conser-

vatives en s’assurant que les conditions d’interface vont

êetre satisfaites. Pour cela, on se place sur une situation

simplifi�eee o�uu initialement l’�eecoulement �eevolue dans un

champ de pression et de vitesse uniformes dans l’espace.

Par contre, la densit�ee, l’�eenergie interne, l’entropie et les

param�eetres des �eequations d’�eetat sont discontinus au

travers de l’interface. Dans ces conditions, un tel
�eecoulement ne doit pas �eevoluer en pression ni en vitesse

au cours du temps.

En pr�eesentant cette id�eee autrement, on sait que sur les

mailles proches de l’interface (Fig. 2), l’�eegalit�ee des vi-

tesses et des pressions doit êetre satisfaite puisqu’il s’agit

des conditions d’interface. On veut s’assurer que le

solveur d’�eecoulement est au moins capable de maintenir

ce type de conditions si elles sont satisfaites initiale-

ment.

Successivement, nous allons observer les diff�eerentes
op�eerations effectu�eees par le sch�eema de Godunov pour

chaque �eequation, dans ce cas particulier d’�eecoulement.

L’�eequation de conservation de la masse discr�eete
s’�eecrit:

qnþ1
i ¼ qn

i � kðqu	þ � qu	�Þ

ce qui devient, compte tenu du champ uniforme de vi-

tesse:

qnþ1
i ¼ qn

i � kuðq	
þ � q	

�Þ:

On applique le mêeme type de raisonnement �aa l’�eequation
du mouvement en tenant compte des conditions d’uni-

formit�ee de vitesse et de pression. On obtient alors:

unþ1
i ¼ uni :

Ce r�eesultat est celui qui �eetait attendu. Il signifie que la

vitesse n’aura aucune �eevolution. On examine maintenant

l’�eequation d’�eenergie. Apr�ees quelques simplifications on

obtient:

qenþ1
i ¼ qeni � kuðqe	þ � qe	�Þ:

En utilisant maintenant l’�eequation d’�eetat calorique,

chaque produit de la densit�ee par l’�eenergie interne s’�eecrit:
qe ¼ P=ðc � 1Þ. En introduisant la variable

b ¼ 1=ðc � 1Þ on obtient:

bPnþ1
i ¼ bPn

i � kuðbP 	
þ � bP 	

�Þ:

Cette derni�eere �eequation indique que pour que la pression

reste uniforme �aa l’instant suivant, il est n�eecessaire que la
variable b soit obtenue par la formule

bnþ1
i ¼ bn

i � kuðb	
þ � b	

�Þ; ð8Þ

qui est en fait une discr�eetisation de l’�eequation

o1=ðc � 1Þ
ot

þ u
o1=ðc � 1Þ

ox
¼ 0

�eequivalente �aa

oc
ot

þ u
oc
ox

¼ 0:

PPPPuuu iiiiii ====== +−+− 1111 et u 

mais
etc. ;e ; 111111 +−+−+− ≠=≠≠≠≠ iiiiiiiii ee γγγρρρ

        i-1          i                    i+1

interface

Fig. 2. Cellules de calcul autour de l’interface. Les champs de

vitesse et de pression sont suppos�ees uniformes (en accord avec

les conditions d’interface) mais les autres variables sont dis-

continues.
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Ce sch�eema a montr�ee son efficacit�ee pour la restitution

des conditions d’interface y compris pour des situa-

tions o�uu l’�eecoulement n’est pas uniforme en pression

ni en vitesse initialement. Il a �eet�ee utilis�ee pour des lois

d’�eetat diverses [22], des probl�eemes de dynamique des

chocs et interfaces et des probl�eemes de d�eetonique et

d’�eecoulements r�eeactifs [3]. Dans cette derni�eere
r�eef�eerence, la m�eethode est g�een�eeralis�eee aux maillages

non-structur�ees et une nouvelle discr�eetisation de

l’�eequation

o1=ðc � 1Þ
ot

þ u
o1=ðc � 1Þ

ox
¼ 0

est propos�eee:

bnþ1
i ¼ bn

i � k ðubÞ	þ
�

� ðubÞ	� þ bn
i ðu	þ � u	�Þ

�
; ð9Þ

qui reproduit le sch�eema (8) dans le cas d’un �eecoulement
�aa vitesse uniforme. On peut remarquer que cette formule

n’est rien d’autre que le sch�eema de Godunov pour une
�eequation d’advection.

Un meilleur comportement de la solution a �eet�ee ob-

serv�ee avec ce sch�eema en r�eegime instationnaire. Ainsi, le

sch�eema complet est compos�ee de la relation (7) pour la

partie conservative du syst�eeme, et du sch�eema (9) pour la

partie non-conservative. Dans le sch�eema (9), la fonction

b doit êetre judicieusement choisie: b ¼ 1=ðc � 1Þ pour la
loi d’�eetat des gaz parfaits.

Nous allons maintenant examiner sa capacit�ee �aa
d�eeterminer le champ thermique. Reprenons le pr�eec�eedent
r�eesultat concernant l’�eequation d’�eenergie:

qenþ1
i ¼ qeni � kuðqe	þ � qe	�Þ:

En vertu de l’�eequation d’�eetat thermique, on peut rem-

placer l’�eenergie interne par une fonction de la temp�eera-
ture: e ¼ CvT . Ainsi:

ðqCvT Þnþ1
i ¼ ðqCvT Þni � ku ðqCvT Þ	þ

�
� ðqCvT Þ	�

�
:

L’observation de ce dernier r�eesultat ne permet d’obtenir

aucune indication sur le sch�eema de discr�eetisation de

l’�eequation non-conservative sur Cv. En effet, les fonc-

tions q, Cv, T sont toutes discontinues et aucun d�eecou-
plage n’apparâııt. Dans le cas tr�ees particulier o�uu la

temp�eerature des deux milieux est commune et uniforme,

on a comme indication:

ðqCvÞnþ1
i ¼ ðqCvÞni � kuððqCvÞ	þ � ðqCvÞ	�Þ:

Comme Cv est un param�eetre mat�eeriel qui ob�eeit �aa
l’�eequation d’�eevolution

oCv

ot
þ u

oCv

ox
¼ 0;

le pr�eec�eedent r�eesultat nous incite �aa consid�eerer cette
�eequation sous la forme conservative obtenue par com-

binaison avec l’�eequation de continuit�ee:

oqCv

ot
þ oqCvu

ox
¼ 0:

En l’absence d’un guide clair pour la discr�eetisation de

l’�eequation sur Cv nous avons effectu�ee certains tests

num�eeriques. La discr�eetisation conservative:

ðqCvÞnþ1
i ¼ ðqCvÞni � kððqCvuÞ	þ � ðqCvuÞ	�Þ

a �eet�ee test�eee dans le cas gaz parfait et s’est av�eer�eee produire
des r�eesultats oscillants sur T . Nous avons alors aban-

donn�ee cette formulation et test�ee le sch�eema non-con-

servatif:

Cnþ1
vi ¼ Cn

vi � kuðC	
vþ � C	

v�Þ;

qui correspond directement �aa

oCv

ot
þ u

oCv

ox
¼ 0:

Il s’est av�eer�ee donner de tr�ees bons r�eesultats dans le cas gaz
parfait. Nous avons alors poursuivi l’analyse pour

l’�eequation d’�eetat stiffened gas. Souvenons nous que dans

ce cas l’�eequation d’�eetat calorique s’�eecrit:

eðq; T Þ ¼ ejðqÞ þ CvT avec ejðqÞ ¼ c0 þ P1=q:

Il apparâııt donc ici que la seule discr�eetisation de Cv n’est

pas suffisante. Une nouvelle fonction de x et t est in-

troduite: c0 ¼ c0ðx; tÞ. En cherchant �aa appliquer les

mêemes principes que pr�eec�eedemment, aucun guide n’ap-

parâııt pour la discr�eetisation de cette derni�eere �eequation.
Comme pr�eec�eedemment nous avons test�ee une formula-

tion conservative

oqc0
ot

þ oqc0u
ox

¼ 0

r�eesolue par le sch�eema de Godunov et une formulation

non-conservative

oc0
ot

þ u
oc0
ox

¼ 0

r�eesolue par le sch�eema non-conservatif utilis�ee
pr�eec�eedemment pour le calcul de c. Les meilleurs

r�eesultats ont �eet�ee obtenus avec le second sch�eema, et ne

sont toutefois pas exempts d’oscillations. Sur un

probl�eeme de tube �aa choc liquide/gaz nous avons re-

pr�eesent�ee le comportement typique de la solution. Si-

gnalons qu’il s’agit dans l’absolu d’un cas test tr�ees raide
repr�eesentatif des conditions extrêemes de l’application

qui nous int�eeresse.
Le tube �aa choc est constitu�ee d’une chambre contenant

initialement du liquide �aa haute pression de l’abscisse

x ¼ 0 �aa x ¼ 0:7 m. Sur l’autre partie du tube, �aa droite

jusqu’�aa l’abscisse x ¼ 1 m, il contient initialement un

gaz. Les donn�eees initiales et les param�eetres d’�eequation
d’�eetat du liquide et du gaz sont:
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Les r�eesultats de la simulation sont repr�eesent�ees sur la Fig.

3 �aa l’instant 338 ls sur un maillage comportant 1000

cellules de calcul.

La solution exacte est repr�eesent�eee en traits et la so-

lution num�eerique en symboles fins. Ce test est d’un in-

t�eerêet particulier puisqu’il fait intervenir les trois types

d’ondes possibles: une forte d�eetente remontant dans la

chambre haute pression de gauche, un choc se propa-

geant dans la chambre basse pression de droite et l’in-

terface se propageant entre les deux. Il apparâııt

clairement que toutes les variables de l’�eecoulement sont

correctement calcul�eees, sauf la temp�eerature qui souffre

d’une forte oscillation �aa l’interface.

A ce stade, il ne nous est pas possible de conclure sur

cette formulation. Une discr�eetisation correcte de la

temp�eerature est peut êetre possible, mais aucun guide

clair ne nous semble disponible. C’est pourquoi nous

pr�eef�eerons abandonner cette formulation et en examiner

d’autres.

4. Modèle multiphasique

La description compl�eete de ce mod�eele et de la

m�eethode de r�eesolution peut êetre consult�eee dans les arti-

cles de Saurel et Abgrall [18] et Saurel et LeMetayer [20].

De mêeme que pr�eec�eedemment, nous ne rappelons ici que

les ingr�eedients essentiels et examinons le probl�eeme du

calcul de la temp�eerature.
Pour obtenir les �eequations du mod�eele multiphasique,

on utilise la m�eethode d’homog�een�eeisation de Drew et

Passman [9] appliqu�eee aux �eequations de Navier–Stokes

compressibles de chaque composant. On n�eeglige ensuite

les termes dissipatifs partout sauf aux interfaces �aa
l’�eechelle microscopique. De mêeme, on n�eeglige les fluc-

tuations des variables de l’�eecoulement dans les fluides

purs (termes turbulents), sauf aux interfaces o�uu la vitesse

et la pression d’interface sont consid�eer�eees comme com-

Liquide Gaz

q ðkg=m3Þ 1000 50

P (Pa) 109 105

u (m/s) 0 0

c 4.4 1.4

P1 (Pa) 6
108 0

Cv (J/kg/K) 4180 1000

q0 ðkg=m3Þ 1000 50

P0 (Pa) 105 105

0
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Fig. 3. Tube �aa choc liquide/gaz. Mod�eele minimum. Solution exacte en traits �eepais. Solution num�eerique en symboles. Maillage �aa 1000

cellules.

1292 J. Massoni et al. / International Journal of Heat and Mass Transfer 45 (2002) 1287–1307



pos�eees d’une partie moyenne et d’une fluctuation. Les

termes faisant intervenir les fluctuations des grandeurs

d’interface sont particuli�eerement importants (termes

lðPk � P 0
kÞ et Fdk des �eequations suivantes) comme nous

allons en discuter par la suite. Le mod�eele qui en r�eesulte
est d�eecrit et r�eesolu dans Saurel et Abgrall [18]. L’avan-

tage majeur de ce mod�eele est qu’il est capable de traiter

des probl�eemes �aa interface aussi bien que des m�eelanges
multiphasiques habituels �aa plusieurs vitesses, densit�ees,
temp�eeratures, etc.

Un autre mod�eele plus g�een�eeral encore a �eet�ee propos�ee
r�eecemment [12]. Ce mod�eele tient compte des effets in-

ertiels �aa l’�eechelle microscopique (pulsations de bulles par

exemple), et de leurs couplages avec les effets �aa l’�eechelle
macroscopique. Le mod�eele qui va êetre utilis�ee [18] est un

mod�eele r�eeduit par rapport �aa celui de [12]. N�eeanmoins, le

mod�eele r�eeduit sera pr�eef�eer�ee ici car les effets inertiels

n’ont aucun int�eerêet pour la r�eesolution de probl�eemes �aa
interfaces. Ce mod�eele est compos�ee d’un syst�eeme de

quatre �eequations aux d�eeriv�eees partielles pour chaque

phase k.

oak

ot
þ uirak ¼ lðPk � P 0

kÞ;

oakqk

ot
þr akqkukð Þ ¼ 0;

oakqkuk
ot

þr akqkukð � uk þ akPkÞ ¼ Pirak þ Fdk;

oakqkEk

ot
þr uk akqkEkðð þ akPkÞÞ

¼ Piuirak þ Fdkui � lPiðPk � P 0
kÞ;

ð10Þ

avec les conditions d’interfaces moyenn�eees:
X
k

Pirak þ Fdk ¼ 0;

X
k

Piuirak þ Fdkui � lPiðPk � P 0
kÞ ¼ 0:

ð11Þ

Les notations sont classiques dans la litt�eerature sur les
�eecoulements multiphasiques. La fraction volumique ak

est d�eefinie par le volume occup�ee par la phase k sur le

volume total. La contrainte de saturation imposeP
ak ¼ 1. Les densit�ee, vitesse, pression et �eenergie totale

sont repr�eesent�eees par q, u, P et E ¼ eþ 1=2uu. Les in-

dices k et i sont relatifs �aa la phase k et aux variables

d’interface moyenn�eees.
Notons que dans l’approche multiphasique, les cons-

tantes des �eequations d’�eetat ne sont plus des fonctions de
l’espace et du temps comme pour le premier mod�eele: ici
ce sont des constantes pures. Ceci simplifiera grande-

ment le calcul de la temp�eerature en particulier, et en fait

de toutes les variables thermodynamiques, y compris

dans les zones de m�eelange num�eerique.
Les membres de gauche de ces �eequations sont clas-

siques. Dans les membres de droite apparaissent la force

de trâıın�eee Fdk (qui jouera un rôole important) et les termes

non-conservatifs Pirak et Piuirak . Les termes lðPk � P 0
kÞ

et lPiðPk � P 0
kÞ sont li�ees au processus de relaxation des

pressions. Ils sont d’une importance capitale. Les termes

li�ees au transfert de masse et de chaleur n’ont pas �eet�ee
consid�eer�ees car sans importance ici.

Ces termes ont �eet�ee justifi�ees dans [5] par une analyse de
l’in�eegalit�ee d’entropie du syst�eeme. Une autre fac�on de les

justifier est de poser simplement que les variables d’in-

terface admettent des fluctuations autour d’une valeur

moyenne. La variable d’homog�een�eeisation l est li�eee �aa la

nature des mat�eeriaux, �aa leur �eequation d’�eetat, vitesse du

son, topologie de l’interface, etc. Il s’agit d’une fonction

tr�ees complexe �aa d�eeterminer dans le cas g�een�eeral. En

pratique, il est seulement important de comprendre que

cette variable contrôole la vitesse �aa laquelle l’�eequilibre des
pressions est atteint. Dans la grande majorit�ee des si-

tuations physiques mettant en jeu des m�eelanges de flui-

des, cet �eequilibre est atteint tr�ees rapidement. Tr�ees
rapidement signifie en fait plus rapidement que le pas de

temps hydrodynamique. En particulier aux interfaces,

l’�eequilibre doit êetre instantan�ee afin de satisfaire la con-

dition d’interface en pression. Pour de nombreuses au-

tres situations (d�eetonations, chocs dans les alliages

solides, cavitation, etc.) l’hypoth�eese d’une relaxation

instantan�eee des pressions est encore valide. Ainsi en

pratique la connaissance de la fonction l n’est pas

n�eecessaire.
Ce mod�eele va êetre utilis�ee ici pour la r�eesolution de

probl�eemes �aa interfaces. Mais il est en r�eealit�ee bien plus

g�een�eeral. Il peut êetre utilis�ee pour des probl�eemes

d’�eecoulements �aa deux vitesses, pour la mod�eelisation des

ondes de compaction et d�eetonation [5,15]. Un aperc�u sur

les diff�eerentes possibilit�ees (d�eetonations, chocs dans les

m�eelanges, cavitation dans les liquides) est donn�ee dans la
r�eef�eerence [20].

Avant d’entrer dans le d�eetail des termes qui vont êetre

particuli�eerement importants, donnons une image simple

des termes non-conservatifs Pirak et Piuirak . Les
�eequations d’Euler moyenn�eees sur la section droite d’une

tuy�eere not�eee A, en absence de transfert de masse,

quantit�ee de mouvement et �eenergie s’�eecrivent:

oAq
ot

þ o Aquð Þ
ox

¼ 0;

oAqu
ot

þ oAðqu2 þ P Þ
ox

¼ P
oA
ox

;

oAqE
ot

þ oAuðqE þ P Þ
ox

¼ �P
oA
ot

:

ð12Þ

Dans un syst�eeme diphasique, la fraction volumique a
peut êetre aussi vue comme une fraction surfacique. En

admettant cette analogie et en remplac�ant la d�eeriv�eee
temporelle oA=ot par la d�eeriv�eee spatiale uoA=ox �aa l’aide

de la premi�eere �eequation du syst�eeme multiphasique, on

retrouve les mêemes �eequations pour le mod�eele 1D

d’�eequations d’Euler moyenn�eees et le mod�eele multipha-

sique.
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Ceci signifie que les termes non-conservatifs du

mod�eele multiphasique jouent le mêeme rôole que les termes

de variation de section. Cette image simple peut êetre

utile pour l’�eetablissement de sch�eemas num�eeriques, ou

l’analyse de solutions.

Ceci signifie aussi que la mod�eele multiphasique

‘‘couple’’ plusieurs syst�eemes d’�eequations d’Euler dans des
conduits de section variable. Ces ‘‘conduits’’ ont des parois

perm�eeables aux diff�eerents transferts, se d�eeplacent �aa la vi-
tesse moyenne interfaciale ui, s’�eelargissent ou r�eetr�eecissent
en fonction du diff�eerentiel de pression lðPk � P 0

kÞ �aa une
vitesse contrôol�eee par l.

4.1. Relations de fermeture

Les seules relations de fermeture qui seront ex-

amin�eees ici sont celles qui sont importantes pour la

pr�eesente application: ui, Pi, lðPk � P 0
kÞ et Fdk .

4.1.1. Moyenne des pressions aux interfaces

Dans notre approche, chaque phase est consid�eer�eee
compressible avec sa propre pression, �eenergie interne et

densit�ee. Consid�eerer chaque phase compressible garantit

l’hyperbolicit�ee inconditionnelle du mod�eele, tant que les

expressions de ui et Pi sont des fonctions ne faisant in-

tervenir aucune d�eeriv�eee des autres variables. Ainsi, il y a

une certaine libert�ee dans le choix des moyennes des

grandeurs aux interfaces par rapport �aa l’hyperbolicit�ee.
Pour la pr�eesente application, les pressions et les vi-

tesses seront relax�eees instantan�eement durant la r�eesolu-
tion num�eerique. Ainsi, notre strat�eegie est de choisir ces

variables le plus pr�ees possible de l’�eetat relax�ee. Un choix

pr�eeservant la sym�eetrie est aussi pr�eef�eer�ee. Une estimation

raisonnable qui consid�eere la compressibilit�ee de chaque

phase et qui pr�eeserve la sym�eetrie est de prendre la

moyenne des pressions aux interfaces �eegale �aa la pression

dynamique de m�eelange:

Pi ¼
X

akðPk þ qkðVi � ukÞ2Þ:

Ce choix est aussi motiv�ee par l’analyse des invariants de
Riemann du mod�eele qui ne sera pas d�eetaill�eee ici.

Les pressions de chaque phase Pk sont donn�eees par

des �eequations d’�eetat appropri�eees: Pk ¼ Pkðqk ; ekÞ.

4.1.2. Vitesse d’interface moyenne

Pour les mêemes raisons que pr�eec�eedemment on retient

pour la moyenne des vitesses aux interfaces la vitesse du

centre de masse:

ui ¼
X

akqkuk
.X

akqk :

4.1.3. Termes de relaxation des pressions

Le mod�eele contient des termes non-classiques con-

cernant le processus de relaxation des pressions

lðPk � P 0
kÞ dans l’�eequation sur la fraction volumique et

lPiðPk � P 0
kÞ dans l’�eequation d’�eenergie.

Le premier terme repr�eesente le taux d’expansion ou

contraction de la fraction de volume ak afin que les

pressions tendent vers l’�eequilibre. La signification phy-

sique de ce terme est simple. Si les diff�eerentes phases ne
sont pas en �eequilibre de pression apr�ees passage des on-

des, alors le volume des phases �eevoluera jusqu’�aa ce que

les pressions soient �aa l’�eequilibre. La variable l contrôole

la vitesse �aa laquelle l’�eequilibre est atteint.

Lorsque les pressions ne sont pas en �eequilibre, les

entit�ees �eel�eementaires de fluide (bulles, gouttes, etc.) ont

un mouvement 3D �aa l’�eechelle microscopique provoquant

un changement de volume afin que les pressions tendent

vers l’�eequilibre. Ce mouvement 3D �aa l’�eechelle micro-

scopique n’a pas �eet�ee consid�eer�ee dans les vitesses moyen-

nes des phases et dans notre estimation de la vitesse

moyenne des interfaces. La vitesse moyenne des inter-

faces pr�eesente dans la premi�eere �eequation du mod�eele est

en fait une vitesse translationnelle �aa l’�eechelle macrosco-

pique. Introduire une variation de volume fonction du

diff�eerentiel de pressions revient �aa corriger ce choix un

peu trop simple et �aa r�eecup�eerer des informations du mi-

lieu microscopique.

Dans l’absolu, la variable d’homog�een�eeisation l
d�eepend de la compressibilit�ee de chaque fluide (et donc de
son �eequation d’�eetat), de leur nature, de leurs vitesses �aa
l’�eechelle microscopique et de la topologie de l’interface.

Il s’agit donc d’une fonction extrêemement difficile �aa
d�eeterminer. Mais pour la plupart des applications, et en

particulier pour la pr�eesente, cette variable peut êetre

consid�eer�eee, infinie.
Sur une interface les pressions de part et d’autre

doivent êetre �eegales �aa chaque instant. Si ce coefficient est

infiniment grand, cette condition sera r�eealis�eee �aa chaque

instant, en particulier �aa l’int�eerieur de la zone de diffusion

num�eerique qu’est l’interface. C’est ce qui a �eet�ee propos�ee
dans [18].

4.1.4. Termes de relaxation des vitesses

Ces termes de relaxation sont tr�ees classiques dans

les �eecoulements diphasiques et sont repr�eesent�ees par la

force Fdk. Ce qui est moins classique dans notre approche

est de les consid�eerer avec un param�eetre de relaxation

infini.

Une force de trâıın�eee g�een�eerale peut êetre mise sous la

forme:

Fdk ¼ kkðuk � u0kÞ;

o�uu kk est une fonction positive. Elle contrôole la vitesse �aa
laquelle les vitesses tendent vers l’�eequilibre. Dans cer-

taines situations physiques, cette fonction tend vers

l’infini (voir [15,20]).

Par ailleurs, pour des raisons purement num�eeriques
durant la r�eesolution de probl�eemes �aa interfaces nous
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avons montr�ee que certaines pertes d’information

(directions caract�eeristiques perdues) pouvaient êetre

remplac�eees par des termes de relaxation.

Dans le paragraphe pr�eec�eedent, l’�eegalit�ee des pressions
�eetait assur�eee par l’utilisation d’un coefficient de relaxa-

tion des pressions infini. Pour restituer la seconde con-

dition d’interface (�eegalit�ee des vitesses) un coefficient de

trâıın�eee infini doit êetre utilis�ee.

4.2. Méthode numérique

La m�eethode num�eerique est compl�eetement d�eetaill�eee
dans Saurel et Abgrall [18] et �eetendue au cas 2D dans

Saurel et LeMetayer [20]. Elle reprend les mêemes id�eees
de base que celles qui ont �eet�ee utilis�eees pour le mod�eele
de Section 3 (mod�eele minimum). L’expos�ee de cette

m�eethode �eetant assez long, nous pr�eef�eerons renvoyer le

lecteur vers ces deux r�eef�eerences. Des am�eeliorations
sensibles de cette m�eethode sont en cours, en particulier

pour le traitement des termes non-conservatifs uirak ,

Pirak et Piuirak et les estimations des grandeurs aux

interfaces [4].

Dans tous les cas, la m�eethode est compos�eee d’un

op�eerateur hyperbolique qui traite la dynamique des

diff�eerentes ondes, suivi sur le mêeme pas de temps d’un

op�eerateur de relaxation des vitesses et des pressions. A

l’issue de cette �eetape, les fluides ont tous la mêeme vitesse

et la mêeme pression.

4.3. Retour vers les variables monofluides

Le mod�eele multiphasique permet la d�eetermination

des variables thermodynamiques de chaque phase en

tout point y compris de la zone de diffusion num�eerique.
Ce mod�eele �eetant utilis�ee ici pour la r�eesolution d’un

probl�eeme �aa interfaces, il nous faut pr�eeciser comment

sont d�eetermin�eees les variables repr�eesentatives de la so-

lution.

En ce qui concerne les pressions et les vitesses, aucune

ambigu€ııt�ee n’est possible puisque apr�ees relaxation les

fluides �eevoluent sous une pression et vitesse communes

en tout point.

La variable repr�eesentative du champ de densit�ee est la
densit�ee de m�eelange d�eefinie par q ¼

P
akqk .

Le point le plus int�eeressant pour notre application est

le calcul de la temp�eerature. Comme nous l’avons d�eej�aa
pr�eecis�ee, toutes les constantes des �eequations d’�eetat ne sont
plus dans cette repr�eesentation des fonctions de l’espace

et du temps: ce sont des constantes pures. Ainsi la

temp�eerature ‘‘monofluide’’ sera en fait la temp�eerature de
m�eelange obtenue �aa partir de la d�eefinition de l’�eenergie de
m�eelange. A partir de la d�eefinition de l’�eenergie totale du

syst�eeme multiphasique et compte tenu de l’�eequilibre des

vitesses entre phases, on obtient que l’�eenergie interne du
syst�eeme s’�eecrit: qe ¼

P
akqkek .

On utilise maintenant l’�eequation d’�eetat calorique sous
la formulation Mie–Gruneisen ekðqk ; TkÞ ¼ ejkðqkÞ þ
Cvk Tk . En injectant cette expression dans la d�eefinition de

l’�eenergie interne du m�eelange, on obtient la d�eefinition de

la temp�eerature de m�eelange:

T ¼ qe�
P

akqkejkðqkÞ
akqkCvk

;

qui est la temp�eerature qui nous int�eeresse.

4.4. Résultats

Le mod�eele et la m�eethode sont appliqu�ees au mêeme test

du tube �aa choc que pr�eec�eedemment, sur le mêeme maillage

et les r�eesultats sont affich�ees au mêeme instant. On peut

noter que cette m�eethode fournit une qualit�ee de r�eesultats
comparable �aa la pr�eec�eedente, �aa l’exception pr�ees que la

temp�eerature est maintenant parfaitement d�eetermin�eee
(voir Fig. 4).

Cette m�eethode constitue donc un candidat de choix

pour la pr�eesente application. Toutefois, on peut noter

que cette formulation n’est pas exempte d’imperfection.

Ses deux d�eefauts essentiels sont:
• Une diffusion num�eerique excessive de l’interface. Ceci

peut êetre not�ee en comparant la courbe de diffusion de

la densit�ee �aa l’interface entre le mod�eele minimum et le

pr�eesent mod�eele. La m�eethode num�eerique du mod�eele
multiphasique est trop diffusive aux interfaces. En ef-

fet, le d�eecentrement des ondes qui est propos�ee dans

[18,20] est trop rudimentaire. Cet inconv�eenient est �eeli-
min�ee dans [4], mais malheureusement au prix d’une

complexit�ee accrue.

• Un coûut calcul important. Le nombre d’�eequations �aa
r�eesoudre est au minimum le double que pour le

mod�eele minimum dans le cas de deux fluides (le triple

dans le cas de trois fluides etc.). Ainsi, l’op�eerateur hy-
perbolique �aa lui seul est au moins deux fois plus

coûuteux que pour une formulation monofluide.

S’ajoute ensuite le coûut calcul de l’op�eerateur de rela-

xation: ce dernier est d’un coûut comparable �aa l’op�eera-
teur hyperbolique.

C’est pourquoi nous allons maintenant rechercher une

formulation qui ne souffre pas de ces d�eefauts tout en

garantissant la mêeme efficacit�ee pour le calcul de la

temp�eerature. Bien sur, ceci sera r�eealis�ee au prix d’une

perte de g�een�eeralit�ee: le nouveau mod�eele ne sera valide que

pour les probl�eemes �aa interfaces. Il ne sera pas non plus

capable de traiter des m�eelanges �aa deux vitesses, ou des

chocs dans les m�eelanges.

5. Modèle multiphasique réduit

Ce mod�eele est en fait une r�eeduction du mod�eele
pr�eec�eedent dans le sens o�uu il ne sera valide que pour des
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probl�eemes �aa interfaces, alors que le mod�eele pr�eec�eedent
�eetait valide pour des m�eelanges au sens large. Ce nouveau

mod�eele se rapproche de pr�eec�eedentes tentatives infruc-

tueuses de mod�eeles homocin�eetiques comme d�eecrit dans
Cocchi [8].

L’exp�eerience acquise dans la mise au point du mod�eele
et de la m�eethode pr�eec�eedente, sold�eee par un succ�ees �aa la

fois pour le calcul des variables dynamiques et thermo-

dynamiques (y compris T ) nous incite �aa en reprendre

certains ingr�eedients qui vont venir compl�eeter le premier

mod�eele �eetudi�ee (le mod�eele minimal).

Les informations essentielles apport�eees par le mod�eele
multiphasique sont en effet:

• la connaissance des densit�ees de chacun des mat�eeriaux
purs permettant une d�eetermination correcte des fonc-

tions ejkðqkÞ qui interviennent dans le calcul de la

temp�eerature,
• la non-d�eependance spatio-temporelle des diff�eerentes

constantes des �eequations d’�eetat.
Ainsi, le nouveau mod�eele que nous proposons d’utiliser

est obtenu par sommation des �eequations d’�eenergie et du
mouvement de chaque phase. Il est compos�ee de deux
�eequations pour chaque phase k et de deux �eequations
traduisant l’�eevolution du mouvement moyen et de

l’�eenergie du m�eelange:

oak

ot
þ~uurak ¼ 0;

oakqk

ot
þrðakqk~uuÞ ¼ 0;

oq~uu
ot

þrðq~uu�~uuþ P Þ ¼ 0;

oqE
ot

þrð~uuðqE þ PÞÞ ¼ 0:

ð13Þ

Les notations sont celles qui ont �eet�ee d�eefinies pr�eec�eedem-

ment.

Il est tr�ees clair que ce mod�eele est une r�eeduction du

mod�eele multiphasique complet pr�eec�eedent. Il est aussi

facile de montrer qu’il est une extension du mod�eele mi-

nimum que nous avons examin�ee en premier.

En effet, l’�eequation de conservation de la masse du

mod�eele minimum est obtenue par simple sommation des
�eequations de conservation de la masse de chaque phase

k. De plus, l’�eequation

o1=ðc � 1Þ
ot

þ u
o1=ðc � 1Þ

ox
¼ 0

indispensable au mod�eele minimum est en r�eealit�ee identi-

que �aa

oak

ot
þ~uurak ¼ 0

0

100

200

300

400

500

600

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Temperature (K)

0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000

10000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Pression-Pressure (atm)

0

100

200

300

400

500

600

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Vitesse-Velocity (m/s)

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Densité-Density (kg/m3)

Fig. 4. Tube �aa choc liquide/gaz. Mod�eele multiphasique complet. Solution exacte en traits �eepais. Solution num�eerique en symboles.

Maillage �aa 1000 cellules.
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du nouveau mod�eele. En effet, comme nous allons le voir

dans les paragraphes suivants 1=ðc � 1Þ ¼
P

ak= ðck � 1Þ.
Une autre remarque importante s’impose. L’utilisa-

tion de ce mod�eele lors de la r�eesolution peut conduire �aa des
r�eesultats corrects ou compl�eetement erron�ees. C’�eetait d�eej�aa le

cas des mod�eeles pr�eec�eedents, mais ici la s�eequence des

op�eerations est tr�ees importante. Par exemple, si ce mod�eele
est utilis�ee sous l’hypoth�eese d’�eegalit�ee des temp�eeratures
entre phases, les conditions d’interface les plus �eel�eemen-

taires ne seront pas satisfaites, alors qu’utilis�ee comme

isobare, les r�eesultats sont tout �aa fait satisfaisants. Nous

verrons aussi que lorsque le mod�eele est utilis�ee sous sa

forme isotherme, il n’est alors absolument pas isobare, et

inversement. Il ne s’agit donc nullement d’un mod�eele
isobare–isotherme.

Faisons lui subir tout d’abord le test habituel: un
�eecoulement uniforme en pression et en vitesse doit le

rester durant son �eevolution temporelle.

La discr�eetisation des �eequations de masse et du mou-

vement conduit aux mêemes r�eesultats que pour le mod�eele
minimal. On reprend donc les d�eeveloppements �aa partir

de la forme discr�eete de l’�eequation d’�eenergie:

qenþ1
i ¼ qeni � kuðqe	þ � qe	�Þ:

L’�eetat ‘‘	’’ d�eesigne l’�eetat solution du probl�eeme de Rie-

mann obtenu par un solveur adapt�ee pour le syst�eeme
�eetudi�ee. Nous reviendrons sur cette question par la

suite.

Comme pr�eec�eedemment on utilise la d�eefinition de

l’�eenergie interne du m�eelange qe ¼
P

akqkek . On rem-

place chaque produit qkek par son expression en fonction

de la pression en utilisant la loi d’�eetat sous la forme Mie–

Gruneisen.

On obtient:

qe ¼
X

ak=CkPk �
X

ak=CkPjkðqkÞ þ
X

akqkejkðqkÞ:

Dans le cadre de l’�eequation d’�eetat stiffened gaz, les

fonctions PjkðqkÞ et ejkðqkÞ peuvent êetre combin�eees afin

de faire disparâııtre la d�eependance en qk (voir la pre-

mi�eere forme de la loi d’�eetat stiffened gas de ce docu-

ment). En remplac�ant maintenant l’expression de qe
dans la forme discr�eete de l’�eequation d’�eenergie, on ob-

tient une condition n�eecessaire pour que la pression

reste uniforme au cours du temps. Cette condition est

en fait le sch�eema de discr�eetisation de l’�eequation non-

conservative:

anþ1
ki ¼ an

ki � kuða	
kþ � a	

k�Þ:

Il s’agit une fois de plus du mêeme sch�eema que pour le

mod�eele multiphasique et le mod�eele minimal.

Lorsque les fonctions PjkðqkÞ et ejkðqkÞ sont r�eeelle-
ment des fonctions de la densit�ee de chaque fluide, on

peut montrer qu’un terme suppl�eementaire doit êetre pris

en compte dans l’�eequation d’�eevolution de la fraction

volumique. Ce terme est facteur de ou=ox. Notre

exp�eerience acquise sur le mod�eele multiphasique en uti-

lisant des lois d’�eetat complexes a montr�ee que l’impor-

tance de ce terme n’�eetait pas fondamentale pour la

r�eesolution lorsqu’on s’int�eeressait �aa des probl�eemes �aa in-

terfaces (ou=ox tend vers z�eero rapidement sur les mailles

proches de l’interface). La raison est que la densit�ee des

fluides qk varie peu autour de l’interface. Ainsi les

fonctions PjkðqkÞ et ejkðqkÞ sont localement des con-

stantes, et la discr�eetisation propos�eee du mod�eele (13) est

adapt�eee.

5.1. Fermeture thermodynamique

Afin d’obtenir la pression de m�eelange �aa utiliser dans

le mod�eele, on reprend la d�eefinition de l’�eenergie interne

du m�eelange dans laquelle on suppose que toutes les

pressions Pk sont �eegales. Il s’agit alors d’un mod�eele iso-

bare. La pression est alors obtenue par:

P ¼ qeþ
P

ak=CkPjkðqkÞ �
P

akqkejkðqkÞP
ak=Ck

: ð14Þ

Les temp�eeratures de chaque fluide sont alors obtenues

par l’utilisation des deux �eequations d’�eetat des fluides

purs:

Tk ¼ ðek � ejkðqkÞÞ=Cvk ;

o�uu l’�eenergie interne de chaque fluide est obtenue par la

connaissance de la pression:

ek ¼
P � PjkðqkÞ

qkCk
þ ejkðqkÞ:

La temp�eerature de m�eelange est alors obtenue par la

mêeme formule que dans le cas multiphasique, que l’on

peut simplifier ainsi:

T ¼
P

akqkCvkTkP
akqkCvk

: ð15Þ

Une remarque importante s’impose. Plutôot que de sup-

poser que les pressions des diff�eerents fluides sont �eegales,
nous aurions pu supposer que les temp�eeratures des

fluides �eetaient �eegales. Dans ce cas, la s�eequence de calcul

qui permettrait le calcul de la pression serait:

• extraire la temp�eerature de:

T ¼ qe�
P

akqkejkðqkÞP
akqkCvk

;

• d�eeterminer les �eenergies internes des fluides:

ekðqk ; T Þ ¼ ejkðqkÞ þ CvkT ;

• d�eeterminer les pressions de chaque fluide:

Pkðqk ; ekÞ ¼ PjkðqkÞ þ qkCkðek � ejkðqkÞÞ;
• en d�eeduire la pression de m�eelange:

P ¼
P

akPk=CkP
ak=Ck

:

J. Massoni et al. / International Journal of Heat and Mass Transfer 45 (2002) 1287–1307 1297



Contrairement �aa la premi�eere s�eequence bas�eee sur l’hy-

poth�eese d’�eegalit�ee des pressions, cette deuxi�eeme

s�eequence conduit �aa un non-respect des conditions d’in-

terface. On peut s’en assurer en examinant le sch�eema

de Godunov sur un pas de temps dans le cas d’un
�eecoulement uniforme en vitesse et en pression. On peut

aussi comprendre que cette proc�eedure est vou�eee �aa
l’�eechec car une discontinuit�ee de contact est bien une

zone de pression uniforme, tandis que la temp�eerature
est discontinue.

Contrairement au mod�eele multiphasique, ce mod�eele
ne contient que trois ondes distinctes: uþ c, u� c et u. Il
est donc aussi inconditionnellement hyperbolique, et les

relations des chocs sont largement plus simples puisque

les termes non-conservatifs sont absents.

La vitesse du son d’�eequilibre est obtenue ais�eement.

En notant:

b ¼
X ak

Ck
;

g ¼
X akPjkðqkÞ

Ck
;

h ¼
X

akqkejkðqkÞ;

on obtient:

c2 ¼
qeþ P �

P
qk og=oqkð Þak þ oh=oqkð Þak
� �

qb
:

5.2. Solveur de Riemann

Le mod�eele �eetant peu diff�eerent des �eequations d’Euler,
les solveurs de Riemann adapt�ees aux �eequations d’�eetat de
gaz r�eeels seront facilement adaptables pour ce mod�eele.
On peut citer les solveurs de type HLL [14], HLLC [22],

Dubroca [11], les solveurs lin�eearis�ees (en variables ca-

ract�eeristiques [21]), etc.
Dans le cas particulier o�uu la loi d’�eetat de chaque

fluide est de type stiffened gas, on peut aussi utiliser un

solveur exact. Les param�eetres de m�eelange de la loi d’�eetat
stiffened gas s’�eecrivent:

c ¼ 1þ 1=b;

P1 ¼ c � 1

c
h

�
� g �

X
akqkc0k

�
;

et un solveur de Riemann classique d�eevelopp�ee pour

les �eequations d’Euler avec l’�eequation d’�eetat stiffened
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Fig. 5. Tube �aa choc liquide/gaz. Mod�eele multiphasique r�eeduit. Solution exacte en traits �eepais. Solution num�eerique en symboles.

Maillage �aa 1000 cellules.

1298 J. Massoni et al. / International Journal of Heat and Mass Transfer 45 (2002) 1287–1307



gas s’applique. Ceci permet de conserver le mêeme

solveur de Riemann pour les comparaisons entre

mod�eeles.
Le sch�eema num�eerique adopt�ee pour la r�eesolution du

syst�eeme (13) est donc compos�ee du sch�eema du Godunov

pour la partie conservative, donn�ee par la relation (7), et

du sch�eema (9) pour la discr�eetisation de l’�eequation
d’�eevolution de la fraction volumique. Les variables

comportant une ast�eerisque dans les relations (7) et (9)

sont les solutions du probl�eeme de Riemann, obtenues

par l’un des solveurs pr�eecit�ees.
La pression est toujours calcul�eee �aa partir de la rela-

tion (14).

5.3. Résultats

Le mod�eele et la m�eethode sont appliqu�ees au mêeme test

du tube �aa choc que pr�eec�eedemment, sur le mêeme maillage

et les r�eesultats sont affich�ees au mêeme instant. Le nou-

veau mod�eele fournit une solution en parfait accord avec

la solution exacte et la diffusion num�eerique de l’interface
n’est pas plus importante qu’avec le mod�eele minimum

(Fig. 5). On peut mêeme noter un l�eeger progr�ees. En fait, la

solution n’est pas plus diffus�eee que pour une simulation

faisant intervenir les �eequations d’Euler portant sur un

fluide pur (noter les rapports de pressions et de densit�ees
initiaux).

On peut maintenant examiner la qualit�ee de la solu-

tion lorsque le maillage est plus grossier. On reprend le

mêeme cas test mais en utilisant maintenant seulement

200 cellules de calcul. Les r�eesultats sont repr�eesent�ees sur
la Fig. 6.

Cette m�eethode assure une pr�eecision tout �aa fait

correcte et est �aa peine plus coûuteuse que la simple

r�eesolution des �eequations d’Euler pour un fluide pur. Il

s’agit donc d’un excellent candidat pour la pr�eesente
application.

Nous allons n�eeanmoins examiner une autre m�eethode
qui a �eet�ee propos�eee r�eecemment car elle semble poss�eeder
des aptitudes �aa converger vers la solution de fac�on tr�ees
efficace.

6. Méthode à deux flux

Cette derni�eere m�eethode se distingue des pr�eec�eedentes.
On revient �aa une formulation bas�eee uniquement sur les
�eequations d’Euler compl�eet�eee par une fonction indicatrice

permettant la localisation de l’interface. Cette m�eethode
ne consid�eere plus le m�eelange num�eerique qui se cr�eee. Elle
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Fig. 6. Tube �aa choc liquide/gaz. Mod�eele multiphasique r�eeduit. Solution exacte en traits �eepais. Solution num�eerique en symboles.

Maillage �aa 200 cellules.
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se contente de d�eeterminer des flux num�eeriques pour les
mailles proches de l’interface qui vont ignorer le m�eelange
artificiel tout en satisfaisant les conditions d’interface.

Cette m�eethode est d�eecrite dans Abgrall et Karni [2].

Le mod�eele est simplement compos�ee des �eequations
d’Euler compl�eet�eees par un scalaire passif qui permet la

d�eetermination de la position de l’interface.

oq
ot

þrðq~uuÞ ¼ 0;

oq~uu
ot

þrðq~uu�~uuþ PÞ ¼ 0;

oqE
ot

þrð~uuðqE þ P ÞÞ ¼ 0;

oqf
ot

þrðqf~uuÞ ¼ 0:

ð16Þ

La fonction f vaut initialement 1 dans l’un des deux

fluides et �1 dans l’autre. L’interface est repr�eesent�eee par
le niveau 0 de cette fonction. Cette fonction est appel�eee
Level Set dans la litt�eerature anglo-saxonne.

Comme pr�eec�eedemment, on note U le vecteur des

variables conservatives: U ¼ ðq; qu; qE; qf ÞT et W le

vecteur des variables primitives. Notons aussi EOSk

l’�eequation d’�eetat du fluide k accompagn�eee de ses propres
param�eetres.

La m�eethode suit une s�eequence tr�ees pr�eecise:
1. On connâııt pour tout point i �aa l’instant tn les va-

riables primitives W n
i .

2. On calcule le vecteur des variables conservatives

Un
i en utilisant EOSn

i (l’�eequation d’�eetat du fluide ap-

propri�eee �aa l’instant tn et au point consid�eer�ee).
3. Si le produit f n

i � f n
iþ1 < 0 alors l’interface se situe

entre les centres des mailles i et iþ 1.

4. Dans ce cas seulement on calcule deux flux

num�eeriques sur le bord de maille iþ 1=2:

F 	
iþ1=2;� ¼ RP W n

i ;W
n
iþ1;EOSn

i ;EOSn
i

� �
:

RP d�eesigne la solution du probl�eeme de Riemann avec

pour �eetat gauche W n
i et pour �eetat droite W n

iþ1.

Le flux num�eerique qui va êetre utilis�ee dans le sch�eema

de Godunov pour l’�eevolution en temps de la maille i est
obtenu �aa l’aide des variables primitives de part et d’autre

du bord de maille, et donc de l’interface, mais en utili-

sant de chaque cot�ee l’�eequation d’�eetat du fluide pr�eesent
dans la maille i.

De fac�on sym�eetrique, on calcule

F 	
iþ1=2;þ ¼ RP W n

i ;W
n
iþ1;EOSn

iþ1;EOSn
iþ1

� �
;

qui sera utilis�ee pour l’�eevolution en temps des variables

de la maille iþ 1. On utilise cette fois l’�eequation

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Temperature (K)

0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000

10000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Pression-Pressure (atm)

0

100

200

300

400

500

600

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Vitesse-Velocity (m/s)

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position (m)

Densité-Density (kg/m3)
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d’�eetat du fluide iþ 1 pr�eesent dans cette maille �aa
l’instant tn.

Remarquons que F 	
iþ1=2;� 6¼ F 	

iþ1=2;þ. Ce sch�eema n’est

donc pas conservatif.

5. Le sch�eema de Godunov permet alors l’�eevolution en

temps de la solution:

Unþ1
i ¼ Un

i � kðF 	
iþ1=2 � F 	

i�1=2Þ:

6. Afin d’assurer l’uniformit�ee en pression de la

solution dans le cas d’une discontinuit�ee de contact on

calcule le vecteur des variables primitives W nþ1
i �aa partir

de Unþ1
i mais en utilisant l’�eequation d’�eetat de l’instant tn,

EOSn
i .

7. On reconstruit alors le vecteur des variables con-

servatives en utilisant maintenant l’�eequation d’�eetat du

fluide �aa l’instant tnþ1: Unþ1
i ¼ UðW nþ1

i ;EOSnþ1
i Þ. EOSnþ1

i

est obtenue en fonction du produit f n
i � f n

iþ1 comme en (3).

Cette m�eethode n’est malheureusement pas conserva-

tive, mais est dot�eee d’une robustesse et d’une capacit�ee de
convergence impressionnante dans le cas 1D au moins.

Elle a �eet�ee mise en œuvre avec succ�ees dans le cas 2D [16].

Les erreurs de conservation dans le cas 1D ont �eet�ee
�eevalu�eees comme �eetant de faible importance. Sur le mêeme

test que pr�eec�eedemment, les r�eesultats sont repr�eesent�ees sur
la Fig. 7.

Il apparâııt clairement que la temp�eerature est tr�ees
erron�eee. Cette m�eethode utilis�eee sous sa formulation

standard conduit donc �aa de grandes erreurs. La raison

est ais�eement compr�eehensible. Les variables densit�ee et
�eenergie interne subissent une diffusion artificielle au ni-

veau de l’interface. Par contre, les param�eetres de

l’�eequation d’�eetat sont exactement calcul�ees, puisque l’in-

terface est exactement rep�eer�eee par la fonction Level Set.

Le calcul de la temp�eerature est donc effectu�ee avec d’une

part des variables artificielles comme la densit�ee et

l’�eenergie interne, et d’autre part avec des variables

exactes comme Cv et c. La combinaison de variables

exactes et artificielles conduit �aa l’incompatibilit�ee qui

apparâııt sur la temp�eerature.
Cette m�eethode peut toutefois êetre modifi�eee et

am�eelior�eee en utilisant les enseignements apport�ees par le
mod�eele multiphasique r�eeduit. En effet, la m�eethode �aa
deux flux permet une �eevaluation correcte de la pression,

ce qui permettrait une �eevaluation des �eenergies internes

des fluides par ek ¼ ½P � PjkðqkÞ�=qkCk þ ejkðqkÞ et par

voie de cons�eequence des temp�eeratures par Tk ¼ ðek � ejk
ðqkÞÞ=Cvk �aa condition que les densit�ees des diff�eerents
fluides soient connues. Leur d�eetermination peut êetre

r�eealis�eee comme pr�eec�eedemment en compl�eetant le syst�eeme

du mod�eele �aa deux flux par les deux premi�eeres �eequations
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du mod�eele multiphasique r�eeduit. Le syst�eeme complet

devient alors:

oak

ot
þ~uurak ¼ 0;

oakqk

ot
þrðakqk~uuÞ ¼ 0;

oq
ot

þrðq~uuÞ ¼ 0;

oq~uu
ot

þrðq~uu�~uuþ PÞ ¼ 0;

oqE
ot

þrð~uuðqE þ P ÞÞ ¼ 0;

oqf
ot

þrðqf~uuÞ ¼ 0:

ð17Þ

La premi�eere des �eequations rajout�eees est r�eesolue par le

sch�eema non-conservatif habituel, tandis que les �eequa-
tions portant sur les densit�ees partielles sont r�eesolues par
le sch�eema conservatif. Observons maintenant le com-

portement de la solution sur le test du tube �aa choc avec

un maillage �aa 1000 cellules. Les r�eesultats sont repr�eesent�ees
sur la Fig. 8. La pr�eecision sur la calcul de la temp�eerature
est maintenant pleinement satisfaisante.

En utilisant un maillage plus grossier, le mêeme type

d’accord est conserv�ee (voir Fig. 9).

Cette m�eethode pr�eesente d�eesormais une pr�eecision
comparable au mod�eele multiphasique r�eeduit. N�eean-
moins, son application pour le pr�eesent probl�eeme pose

certaines difficult�ees et questions:
• Le caract�eere conservatif est perdu. On peut s’atten-

dre �aa une perte plus importante en multidimension-

nel en raison des positions singuli�eeres que peut

prendre l’interface sur le maillage. L’interface peut

croiser deux fois l’un des axes du maillage dans la

mêeme cellule et l’erreur de conservation peut êetre

aggrav�eee.
• L’extension de la m�eethode au cas de plusieurs fluides

(au nombre sup�eerieur �aa deux) peut poser des

probl�eemes d’interp�een�eetration des fonctions Level

Set. Ce probl�eeme doit êetre condid�eer�ee avec une atten-

tion particuli�eere et viendra p�eenaliser l’efficacit�ee glo-

bale de la m�eethode.
Pour r�eesumer, cette m�eethode consitue un bon candidat

pour la pr�eesente application, mais n�eecessitera un inves-

tissement sup�eerieur, tant au niveau des ressources

informatiques qu’humaines, �aa celui du mod�eele multi-

phasique r�eeduit.
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7. Traitement de la diffusion de la chaleur

Les diff�eerentes m�eethodes que nous venons d’�eevaluer
pour le calcul de la temp�eerature sont toutes potentiel-

lement utilisables pour l’application qui nous int�eeresse.
Le premier mod�eele souffre encore de quelques d�eefauts de
mise au point et nous pr�eef�eerons l’abandonner. La

deuxi�eeme m�eethode, bas�eee sur une description multi-

phasique de l’�eecoulement est un excellent candidat.

Toutefois, avec la m�eethode num�eerique qui est utilis�eee, les
interfaces sont tr�ees diffus�eees et le traitement des termes

non-conservatifs aux chocs souffre de quelques imper-

fections. Nous examinons actuellement une nouvelle

m�eethode qui r�eepondra �aa ces questions [4].

Il est important aussi d’examiner l’objectif vis�ee. Si le
seul objectif est de traiter le probl�eeme �aa interface sous

fort rayonnement qui est d�eecrit en Section 1, ce type de

mod�eele et de m�eethode est peut êetre trop riche et trop

complexe. Si une autre physique est �aa envisager: chocs

dans les m�eelanges, effets inertiels aux micro-�eechelles,
d�eetonations, cavitation, alors ce mod�eele doit faire l’objet
d’une attention particuli�eere.

Dans le cadre de ce document, nous consid�eerons que
seule l’application pr�eesent�eee en Section 1 est vis�eee. Dans

ce cas, les troisi�eeme et quatri�eeme mod�eeles, bas�ees sur le

mod�eele multiphasique r�eeduit et la m�eethode �aa deux flux

sont plus comp�eetitifs. Ils sont en effet plus simples �aa
r�eesoudre, plus rapides et plus pr�eecis. Parmi ces deux

m�eethodes, la plus comp�eetitive en terme d’investissement

informatique et humain est la m�eethode bas�eee sur le

mod�eele multiphasique r�eeduit. C’est celle que nous rete-

nons pour la suite de l’�eetude et pour laquelle nous en-

visageons maintenant le traitement des termes de

diffusion de la chaleur.

Le syst�eeme est maintenant compl�eet�ee par un terme de

diffusion de chaleur dans l’�eequation d’�eenergie:

oak

ot
þ~uurak ¼ 0;

oakqk

ot
þrðakqk~uuÞ ¼ 0;

oq~uu
ot

þrðq~uu�~uuþ P Þ ¼ 0;

oqE
ot

þrð~uuðqE þ P ÞÞ ¼ divðkrT Þ:

Le terme divðkrT Þ est obtenu par sommation des termes

diffusifs des �eequations d’�eenergie de chaque phase:

divðkrT Þ ¼
X

divðakkkrT Þ:

La discr�eetisation de ce terme ne pose alors aucune dif-

ficult�ee tant que la vitesse de diffusion est inf�eerieure �aa la

vitesse de convection.

On consid�eere un maillage 1D �aa pas constant Dx.
On note qk ¼ �akkkoT=ox le flux de chaleur et
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Fig. 10. Tube �aa choc liquide/gaz. Mod�eele multiphasique r�eeduit avec prise en compte des conductivit�ees thermiques. Maillage �aa 1000

cellules.
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Fk;th ¼ ð0; 0;~00;
P

qkÞ le flux thermique de la formulation

du syst�eeme multiphasique r�eeduit oU=ot þ divðF ðW Þ�
FthðW ÞÞ ¼ 0. L’approximation num�eerique du flux ther-

mique est obtenue par une formule tr�ees classique pour

les m�eethodes en volumes finis:

F 	
k;th;iþ1=2 ¼ �

X
ak;iþ1=2kk;iþ1=2

Tiþ1 � Ti
Dx

: ð18Þ

7.1. Résultats

On reprend le pr�eec�eedent test du tube �aa choc en tenant

maintenant compte des conductivit�ees thermiques des

mat�eeriaux. La conductivit�ee thermique du mat�eeriau de

gauche a �eet�ee prise �eegale �aa 2
 105 W/m/K et celle du

mat�eeriau de droite �aa 5
 104 W/m/K. Ces valeurs ex-

trêemes de conductivit�ee sont de l’ordre de grandeur de

celles utilis�eees en physique des plasmas pour mod�eeliser
des transferts thermiques complexes. Ici, ces valeurs

vont permettre de mettre en �eevidence les diff�eerences entre
les r�eesultats exempts d’effets diffusifs de ceux tenant

compte de la conductivit�ee. Sur la Fig. 10 on a repr�eesent�ee
les champs des variables habituelles. On peut noter la

dilatation du fluide de droite sous l’effet de l’�eechauffe-
ment diffusif et l’apparition d’une mise en vitesse

l�eeg�eerement diff�eerente.
Sur la Fig. 11 on a effectu�ee un zoom de la temp�eera-

ture autour de l’interface. La solution qui tient compte

des effets diffusifs est plus d�eeport�eee �aa droite. Afin de

s’assurer du traitement correct des effets diffusifs, nous

allons consid�eerer un autre cas test montrant l’�eetablisse-
ment du r�eegime diffusif. En effet, l’obtention d’une so-

lution de r�eef�eerence n’est pas ais�eee pour ce probl�eeme o�uu la

dilatation du fluide est coupl�eee �aa l’apparition d’ondes.

L’ensemble des couplages ne permet pas l’analyse d’une

solution quasi-stationnaire ni auto-semblable. Nous

Fig. 11. Zoom de la temp�eerature sur le probl�eeme du tube �aa

choc. Solution exacte du probl�eeme sans diffusion en symboles.

Solution num�eerique sans diffusion et avec diffusion en lignes

bris�eees. La solution qui tient compte de la diffusion est la plus

d�eeport�eee �aa droite.
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Fig. 12. Probl�eeme test pour la diffusion thermique.
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pourrons donc seulement v�eerifier que l’�eetat stationnaire
o�uu les gradients de temp�eeratures sont nuls est bien ob-

tenu. Les donn�eees de ce cas test sont rassembl�eees dans la
table suivante:

Ces donn�eees permettent d’obtenir un �eetat station-

naire assez rapidement comme on peut le constater sur

la Fig. 12. La condition initiale est repr�eesent�eee en traits

pleins. Elle correspond �aa un champ uniforme de pression
�aa vitesse nulle. Une discontinuit�ee de temp�eerature et de

densit�ee est pr�eesente au centre du domaine. A l’instant

t ¼ 0:14 s on repr�eesente les valeurs des diff�eerentes va-

riables (traits et symboles) montrant l’�eevolution vers le

r�eegime d’�eequilibre qui est repr�eesent�ee �aa l’instant final

t ¼ 0:28 s. A cet instant, temp�eerature, pression et vitesse

sont uniformes. Le champ de densit�ee montre le d�eepla-
cement de l’interface (la solution �aa l’instant final est re-

pr�eesent�eee en traits pleins): le fluide chaud est maintenant
�aa une temp�eerature d’�eequilibre et s’est contract�ee, alors
que le fluide initialement froid s’est dilat�ee.

On consid�eere finalement un probl�eeme multidimen-

sionnel, g�een�eeralisation de la situation repr�eesent�eee sur la

Fluide 1 Fluide 2

q ðkg=m3Þ 2 1

P (Pa) 105 105

u (m/s) 0 0

c 1.4 1.4

P1 (Pa) 0 0

Cv (J/kg/K) 250 1000

q0 ðkg=m3Þ 2 1

P0 (Pa) 105 105

k (W/m/K) 104 5
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Fig. 13. Sch�eema de la configuration 2D test et champ de fraction volumique du fluide lourd �aa l’instant 2.63 ms obtenu par le mod�eele

multiphasique r�eeduit, r�eesolu par le sch�eema de Godunov modifi�ee. En bas �aa droite on a effectu�ee un zoom du champ de fraction volu-

mique.
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Fig. 1. Pour des raisons de simplicit�ee nous allons faire

deux approximations. D’abord, le probl�eeme du transfert

radiatif responsable de l’�eechauffement et de l’expansion

des mat�eeriaux ne sera pas consid�eer�ee. On suppose en effet

que toute l’�eenergie rayonn�eee est initialement absorb�eee
sur une dur�eee infiniment courte par le mat�eeriau A et que

sa pression et sa temp�eerature augmentent sans variation

de volume. Ainsi, �aa l’instant initial de la simulation, le

mat�eeriau A est un mat�eeriau sous haute pression, entour�ee
d’autres fluides �aa pression atmosph�eerique. Les fluides

environnant sont peu denses par rapport au fluide A. La
configuration est repr�eesent�eee sur la Fig. 13 en haut �aa
gauche. La deuxi�eeme approximation consiste �aa con-

sid�eerer le probl�eeme en sym�eetrie cylindrique plutôot que

sph�eerique. En d’autres termes, le calcul sera r�eealis�ee en

deux dimensions alors qu’il devrait l’êetre en trois di-

mensions. Malgr�ee cette approximation on pourra v�eeri-
fier la reproduction de r�eesultats encourageants par l’outil
de simulation.

Sur la Fig. 13 en haut �aa droite on a repr�eesent�ee les

conditions initiales du probl�eeme. Le maillage est par-

faitement cart�eesien et est constitu�ee de 500
 500 cellules.

En raison de la structure cart�eesienne du maillage, les

arcs de cercle vont contenir des imperfections dans leur

description g�eeom�eetrique. Ces imperfections sont suffi-

santes pour amorcer le ph�eenom�eene d’instabilit�ee hydro-

dynamique qui est observ�ee sur les graphes suivants

(Fig. 13 en bas). La r�eesolution num�eerique du mod�eele
multiphasique r�eeduit en deux dimensions est r�eealis�eee en
�eetendant l’algorithme 1D qui a �eet�ee pr�eesent�ee pr�eec�eedem-

ment dans un premier temps �aa l’ordre 2, puis en multi-

dimension en prenant les pr�eecautions d�eetaill�eees dans

Saurel et Abgrall [19]. Le champ de fraction volumique

du fluide lourd est repr�eesent�ee sur ces figures �aa l’instant

2.63 ms. Le champ de fraction volumique est

repr�eesentatif de la position de l’interface. On observe

clairement les instabilit�ees de type Richtmyer–Meshkov

qui se d�eeveloppent intens�eement, produisant un m�eelange
du fluide lourd et du l�eeger. Ces simulations sont obte-

nues en utilisant un nombre de Courant de 0.8.

8. Conclusion

Une comparaison de plusieurs m�eethodes euleriennes
pour les �eecoulements compressibles avec interfaces a �eet�ee
effectu�eee. Un nouveau mod�eele a �eet�ee propos�ee et s’est

av�eer�ee �aa la fois simple, pr�eecis et efficace pour le calcul des

variables thermodynamiques et cin�eematiques de

l’�eecoulement. Il repose sur une formulation multipha-

sique r�eeduite et s’applique en tout point, en particulier

dans les zones o�uu un m�eelange artificiel est produit. Sa

r�eesolution est r�eealis�eee par un sch�eema de type Godunov

d’ordre 2 avec le mêeme type de solveur de Riemann que

pour les �eequations d’Euler. La m�eethode a �eet�ee valid�eee sur
diff�eerents tests poss�eedant des solutions exactes.

Cette m�eethode constitue un tr�ees bon candidat pour la

r�eealisation d’un outil de simulation pour les instabilit�ees
hydrodynamiques entre fluides compressibles.

Toutefois, si l’utilisateur d�eesire se placer dans un

contexte plus g�een�eeral o�uu il n’aura pas seulement des

probl�eemes �aa interfaces �aa traiter, mais aussi des m�eelanges
�aa plusieurs vitesses ou des ph�eenom�eenes de relaxation

faisant intervenir des variations des fractions volumi-

ques des fluides, alors d’autres formulations sont

pr�eef�eerables. Ces variations de fraction volumique sont

rencontr�eees par exemple lors de la propagation d’un

choc dans des alliages m�eetalliques ou dans le cas de

r�eeactions chimiques produisant des transferts de masse

ou transitions de phase (d�eetonation ou cavitation par

exemple).

Dans ces cas, la formulation multiphasique compl�eete,
rappel�eee au Section 4 et d�eecrite dans [18,20] est

pr�eef�eerable. Si de plus des ph�eenom�eenes micro-inertiels

(pulsations de bulles dans l’�eecoulement) ou rotation in-

terne des bulles ou particules sont �aa envisager, une for-

mulation encore plus g�een�eerale peut êetre adopt�eee
[12].

Cette progression en terme de g�een�eeralit�ee de mod�eeles
a bien sûur une contrepartie au moment de la r�eesolu-
tion num�eerique. Afin de r�eesoudre ces mod�eeles de fac�on
pr�eecise et g�een�eerale un nouvel algorithme est propos�ee
dans [4]. Il s’agit d’une m�eethode innovante, �aa large

domaine d’application, qui traite le plus correctement

possible les termes non-conservatifs des �eequations et

donc les ondes de choc dans ces milieux. Ceci est

r�eealis�ee au prix d’une relative complexit�ee et d’un coûut

calcul plus important que pour des probl�eemes classi-

ques.
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